Clase 17: Procedimientos de pruebas de hipotesis, tipos de errores y
valor P. Pruebas de hipotesis para medias con poblaciones normalesy
no normales

Universidad Nacional de Colombia — sede Medellin



Motivacion 1

Proceso de llenado de cervezas de 350 ml

y

Muestra de cervezas
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éEsta el proceso de llenado cumpliendo con lo prometido en la
etigueta®?

¢Sera el contenido medio de cerveza i igual a 350ml?



Motivacion 2

éEsta el saco de café cumpliendo con lo porcentaje de granos
defectuosos?

éSera el porcentaje p de granos defectuosos menor o igual al
3%7?



Prueba de hipotesis

Una hipotesis estadistica es una aseveracion o conjetura con
respecto a una o mas poblaciones.



Tipos de hipotesis

Hipotesis

Status quo
nula (Hy)
Hipotesis

Sospechas

alternativa (H, o H;)




¢Sera lo mismo aceptar Hy que no rechazar Hy?
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Tipos de pruebas

HO: 0 = 90 HO: 0 = 90 HO: 0 = 90
HCL: 9 > HO HCL: 9 < 90 Ha: 9 * 90

U

U

U

Prueba unilateral derecha Prueba unilateral izquierda Prueba bilateral



Problemas de pruebas de hipotesis

Pruebas

—

Para una
muestra

Para dos
muestras

—

—

pu—

||

U1 — U2

U1 — U, pareadas



Proceso de prueba de hipotesis

Definir las hipétesis Hy y H,, ‘

\Calcular el estadistico

(evidencias) l

Calcular el valor-P o region I

de rechazo ‘

Tomar la decision



Tipos de errores en prueba de hipotesis

Situacién real de H

Hy Hy
es verdadera es falsa
E tipo |l
Aceptar H, @ rro(rﬁl)po
Decision - R
Rechazar H|, TOrtRo @

(a)
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Error tipo | versus Error tipo |l

Type I error Type II error
(false positive) (false negative)

" You're not |
A pregnant

/
y

You're
pregnant




Historia




Historia
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valor-P

El valor-p de una prueba de hipotesis es la probabilidad de
obtener un estadistico (evidencias) igual al que se obtuvo o mas
extremo.

El valor-P es la probabilidad calculada, suponiendo que H, es
verdadera, de obtener un valor estadistico de prueba por lo
menos tan contradictorio a Hy como el valor que en realidad se
obtuvo. Mientras mas pequefio es el wvalor-P, mas
contradictorios son los datos a H,.



valor-P

A tener en cuenta:

* El valor-P es una probabilidad.
* Esa probabilidad es calculada asumiendo que H, es verdadera.

* Cuidado, el valor-P no es la probabilidad de que Hjsea
verdadera ni es la probabilidad de un error.

 Para determinar el valor-P debemos decidir cuales valores del
estadistico son al menos tan contradictorios a H.



Toma de decisidn en pruebas de hipotesis

Rechazar
valor-P< «

Hy

No rechazar
H,

’ Decision valor-P > «

Aumentar
| tamano n



Caminos alternativos para hacer una prueba de
hipotesis

Region de
critica o de
rechazo
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Preguntas frecuentes

¢Cuando se usa el procedimiento de prueba de hipotesis?
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Preguntas frecuentes

¢Qué sucede si no tengo sospechas de nada?
¢ Qué sucede si mis sospechas no van en contra de H,?



Preguntas frecuentes

¢De donde sale el valor 8, a colocar en |a hipétesis nula?

NUTRITION INFORMATION.
Svbgs pr botfe 24

INGREDIENTS: Water,
Mustard Seeds (19%), Spirit 5 T
Vineger, Salt SUgar, Spices. s fotg gl
STORAGE: After opening ey dX W

refrigerate and eatwithin-+~— $id el

vieeks, 'a} g
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Prueba de hipodtesis para u




Prueba de hipodtesis para u

Se X una variable aleatoria distribuida N (i, 0%). Se extrae una
muestra aleatoria X{,X,,:--,X,, y el objetivo es probar una
afirmacién sobre w.

* Caso 1: po
* Caso 2: po
* Caso 3: po
* Caso 4: po

acidon normal y varianza o conocida.

acidn normal y varianza o desconocida.
acion no normal, n > 30y ¢ conocida.
acion no normal, n > 30y g4 desconocida.



Caso 1: Prueba de hipotesis para u, poblacion
normal y % conocida

Paso 0. ¢ Esta la variable aleatoria distribuida en forma normal?

Paso 1. Definir las hipotesis

Ho: p= g Ho: p =g Ho: p= o
Ho: p <o Hqo: p# po Hao: p > po



Paso 2. Calcular el estadistico

Media muestral

/ Valor de referencia

Desviacion poblacional



Paso 3. Calcular el valor-P en una distribucion N(0, 1).

Ho: p= g Ho: p= U Ho: p= o
Hgo: p <o Hqo: p# o Hao: p > po

VANYVA WA

Zy 0 0 | 2| 0 A
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Calculo del valor — P

e Si HCL: U < Uo
valor — P = P(Z < z,).

Y Ha: U - Uo
valor — P =2 X P(Z = |z]).

e Si Ha: U > Uo
valor — P = P(Z = z,).



Regiones de rechazo

* SiH :u < Uug
Serechaza Hy si zy < —z,

2/\/\#

NG 0
* SiH, :u # Uy WA“/
Se rechaza Hy si |zg| > 24/, B
e 46_ VC//"A

* SiH :u > Uug

Serechaza Hy sizyg > z,



Paso 5. Tomar decision

| C .
Decision

valor-P< «

valor-P > «

valor-P = « |

(,

Aumentar el

Rechazar H,

No rechazar H,

tamanon
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Ejemplo 1

Las botellas de cerveza que salen de un proceso de llenado
deben tener un contenido medio de 350 ml. El encargado
sospecha que el contenido medio (i) es menor que 350 ml. Por
esa razon se tomo una muestra de botellas y sus contenidos

fueron:
355, 353, 352, 346, 345, 345, 353, 353, 344, 350

Hacer la prueba con a = 0.05 asumiendo o = 5 ml.
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Continuacion ejemplo

Paso 0. Estudiando la normalidad.

3094

392

320

348

Sample Quantiles

346

344 | o

Theoretical Quantiles



Continuacion ejemplo
Estudiando la normalidad por medio de la prueba Anderson-Darling.

En esta prueba las hipotesis son:

H,: la m.a. viene de una poblacion normal
H,:la m.a. NO viene de una poblacion normal

Esta prueba no se hace manualmente, se hace en R asi:



Continuacion ejemplo

Esta prueba se hace en R asi:

cerveza <- c (355, 353, 352, 346, 345, 345, 353, 353, 344, 350)

shapiro.test (cerveza)

##

## Shapiro-Wilk normality test
#4#

## data: cerveza

## W = 0.85993, p-value = 0.07617
#4#

Como el valor-P de la prueba es 7.617% y es mayor que a = 0.05, no
rechazamos H, es decir que |la m.a. si viene de una poblacién normal.



Continuacion ejemplo

Paso 1. Definir las hipotesis

HO: U = 350 ml
H,: u<350ml



Continuacion ejemplo

Paso 2. Calcular el estadistico

De la muestra tenemos que:
X = 349.6 ml
n =10

Por tanto el estadistico es:
_ ¥—po  349.6 — 350

Zo = = - = —0.2530
il




Continuacion ejemplo

Paso 3. Calcular el valor-P en una distribucion N(0, 1).
En R la “colita azul” se obtiene asi: pnorm(q=-0.2530, lower.tail=TRUE)
Por ser una prueba de una cola, valor — P = 0.4013.

Area azul = 0.4013




Continuacion ejemplo

Paso 4. Tomar decision.
Como valor-P > a, entonces NO RECHAZAMOS H,.

Las evidencias muestrales no apoyan la sospecha de que
u < 350 ml.
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Caso 2: Prueba de hipotesis para u, poblacion
normal y % desconocida

Paso 0. ¢ Esta la variable aleatoria distribuida en forma normal?

Paso 1. Definir las hipotesis

Ho: p= g Ho: p =g Ho: p= o
Ho: p <o Hqo: p# po Hao: p > po



Paso 2. Calcular el estadistico

Me

7

dia muestral

Valor de referencia

7

Desviacion muestral



Paso 4. Calcular el valor-P en una distribucion t-student con

n — 1 grados de libertad.

Ho: u= o Ho: 1=y Ho: 1= o
Hg: pu < po Hg: u# o Hg: pu> po

VANYA WA

to 0 |tol 0 to
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Calculo del valor — P

Y HCL: U < Uo
valor — P = P(T,,_{ < t,).

Y Ha: U - Uo
valor — P =2 X P(T,,_1 = |to]).

Y Ha: U > Uo
valor — P = P(T,,_1 < t).



Regiones de rechazo

* SiH :u < ug
Se rechaza Hy sity < —tgpn-1
* SiH, :u #+ Ug
Se rechaza H; si |tg]| > ta

—n-—1
2

Y Ha: U > Uo
Se rechaza Hy sity > tyn-1




Paso 4. Tomar decision.

valor-P< «a Rechazar H,

' Decision | valor-P > a No rechazar H,

Aumentar el
valor-P = « SRS

tamanon




Ejemplo 2

Para verificar si el proceso de llenado de bolsas de café con 500 gramos
esta operando correctamente se toman aleatoriamente muestras de
tamano diez cada cuatro horas. Una muestra de bolsas esta compuesta

por las siguientes observaciones:
510, 492, 494, 498, 492, 496, 502, 491, 507, 496

¢ Esta el proceso llenando bolsas conforme lo dice la envoltura?

Hacer la prueba con a = 0.05.

e ———
0

Agﬁ}‘:{r i

AT TR
HOYER'S

COFFEE
ITALIAN ROAST

500 gy
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Continuacion ejemplo

Paso 0. Estudiando la normalidad.

210

205

200 —

Sample Quantiles

495

-1.5 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Theoretical Quantiles



Continuacion ejemplo
Estudiando la normalidad por medio de la prueba Anderson-Darling.

En esta prueba las hipotesis son:

H,: la m.a. viene de una poblacion normal
H,:la m.a. NO viene de una poblacion normal

Esta prueba no se hace manualmente, se hace en R asi:



Continuacion ejemplo

Esta prueba se hace en R asi:

contenido <- c (510, 492, 494, 498, 492, 496, 502, 491, 507, 49¢6)

shapiro.test (contenido)

##

## Shapiro-Wilk normality test
X

## data: contenido

## W = 0.88468, p-value = 0.1476
##

Como el valor-P de la prueba es 0.1476, no rechazamos H, es decir que
la m.a. si viene de una poblacién normal.



Continuacion ejemplo

Paso 1. Definir Hyy H,,

Hy: u=500gr
H,: w=+500gr



Continuacion ejemplo

Paso 2. Calcular el estadistico
De la muestra tenemos que:

x =497.8 gr
s = 6.546 gr
n =10

Por tanto el estadistico es:
_ ¥—po  497.8— 500

ty = ~ = — —1.0629
[y /10




Continuacion ejemplo

Paso 3. Calcular el valor-P en una distribucion t-student con
n — 1 grados de libertad.

En R la “colita roja” se obtiene asi: pt (q=-1.0629, df=9, lower.tail=TRUE)
Por ser una prueba de dos colas, valor —p = 2 x 0.1577 = 0.3155.

Area roja = 0.1577




Continuacion ejemplo

Paso 4. Tomar la decision.
Como valor-P > a entonces NO RECHAZAMOS H,.

El proceso esta llenando las bolsas conforme al aviso en la
envoltura.

| —
i

YER'S

Hij

COFFEE
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Ejemplo 3

Tiempo después se lleva a cabo otra verificacion del proceso y se
obtiene la siguiente muestra:

500, 495, 494, 498, 495, 500, 500, 496, 498, 493.
¢ Esta el proceso llenando bolsas conforme lo dice la envoltura?

Usar un nivel de significancia del 5%.

o=

AT
HOYER'S

COFFEE
ITALIAN AOAST

500 gy

51



Continuacion ejemplo

Paso 0. Asumamos que se cumple la normalidad.

Paso 1. Definir las hipotesis.

Hy: u=500¢gr
H,: u+500gr



Continuacion ejemplo

Paso 2. Calcular el estadistico
De la muestra tenemos que:

x = 496.9 gr
s = 2.643 gr
n =10

Por tanto el estadistico es:

¥ — 496.9 — 500
by = 0 _ = —3.70

S/\/ﬁ 2.643/\/1_0




Continuacion ejemplo

Paso 3. Calcular el valor-P en una distribucion t-student con
n — 1 grados de libertad.

En R la “colita roja” se obtiene asi: pt (q=-3.70, daf=9, lower.tail=TRUE)
Por ser una prueba de dos colas, valor —p = 2 x 0.0025 = 0.0049.

Area roja = 0.0025




Continuacion ejemplo

Paso 4. Tomar la decision.
Como valor-P < a entonces RECHAZAMOS H,.

El proceso NO esta llenando las bolsas conforme al aviso en l|a
envoltura.



Resumen de los ejemplos 2y 3
| Eempo2 | Eempl3

Muestra 510, 492, 494, 498, 492, 496, 502, 491, 507, 496 500, 495, 494, 498, 495, 500, 500, 496, 498, 493
Media muestral 497.8 gramos 496.9 gramos

Desviaciéon muestral 6.546 gramos 2.643 gramos

Tamafo de muestra 10 10

Hipodtesis nula Hy: p=500gr Hy: pu=500gr

valor-P con R 0.3155 0.0049

Decision No rechazamos H, Rechazamos H,

Distancia 3.1 gramos

\
( |

-/t >
¥=4969 x=4978 u = 500
\ J

|
Distancia 2.2 gramos 56



Cuestion importante

é¢Sera que existe alguna relacion entre los intervalos de
confianza y las pruebas de hipotesis?

Ho
( ) Ho: 1= o
Hao: 1 # W

La respuesta se puede encontrar en la seccion 10.6 de Walpole et al. (1999) o en la pagina 339 de Walpole et al. (2011).



Prueba de hipotesis para y con muestras grandes

Sea X una variable con una distribucion cualquiera con media u.

Se extrae una muestra aleatoria X, X5, -, X,; y el objetivo es
probar una afirmacion sobre u.

La muestra aleatoria debe cumplir que n = 30,



Caso 3: Prueba de hipotesis para u, poblacion no
normal y % conocida

El estadistico en este caso es:

Media muestral

/

X — MO% Valor de referencia

ZO:

Y m
n > Tamano de muestra

Desviacion muestral

y Z, se distribuye N(0, 1).



Caso 4: Prueba de hipotesis para u, poblacion no
normal y % desconocida

El estadistico en este caso es:

Media muestral

/

X — MO% Valor de referencia

ZO:

A
M ———— Tamafio de muestra

Desviacion muestral

y Z, se distribuye N(0, 1).



Ejemplo

Se afirma que los automoviles recorren en promedio mas de 20000
kilbmetros por afo pero usted cree que el promedio es en realidad
menor. Para probar tal afirmacion se pide a una muestra de 100
propietarios de automoviles seleccionada de manera aleatoria que
lleven un registro de los kildmetros que recorren.

¢ Estaria usted de acuerdo con esta afirmacion, si la muestra aleatoria
indicara un promedio de 19500 kildmetros y una desviacion estandar
de 3900 kilometros? Utilice el valor-p en su conclusiony a = 3%.



Continuacion ejemplo

Paso 1. Definir hipotesis

Hy,: w = 20000 km
H,: u< 20000 km



Continuacion ejemplo

Paso 2. Calcular el estadistico
De la muestra tenemos que:

x = 19500 km
s = 3900 km
n =100

Por tanto el estadistico es:

¥—u, 19500 — 20000
Zy = = = —1.2820

S/\/ﬁ 3900/\/@




Continuacion ejemplo

Paso 3. Calcular el valor-P en una distribucion normal estandar.
En R la “colita roja” se obtiene asi: pnorm(g=-1.2820, lower.tail=TRUE)
Por ser una prueba de dos colas, valor — P = 0.0999.

Area = 0.0999

N\

*.1.282




Continuacion ejemplo

Paso 4. Tomar decision.
Como Valor — P > a entonces NO RECHAZAMOS H|,

No hay evidencias suficientes para pensar que ha disminuido el
recorrido anual de los autos.
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