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'Distribucion continua: Normal

La distribucion Normal es la mas importante en toda la Ciencia de Probabi-
lidad y Estadistica. Muchas poblaciones numéricas tienen distribuciones que
pueden ser representadas muy facilmente por una curva normal apropiada.
Los ejemplos incluyen:

Estaturas, pesos y otras caracteristicas fisicas.
Errores de medicidn en experimentos cientificos.

Mediciones antropométricas en fosiles

Tiempos de reaccion en experimentos psicologicos.

Mediciones de inteligencia y aptitud.
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» Distribucion continua: Normal

La distribucion Normal juega un papel clave en la aplicacién de la Inferencia
Estadistica, puesto que las distribuciones de muchas estadisticas muestrales
tienden hacia la distribucidn Normal conforme crece el tamano de la muestra.
Las pruebas de hipotesis tienen su fundamento en esta distribucion.
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Distribucion Normal

Definicidon
Sea X una variable aleatoria continua; se dice que X tiene una distribucion
normal, si su f.d.p. es de la forma:

1 (mp)? o .
fo)= e P et TS
V21 © peR , >0

Por notacion se escribe X ~ N(u, (‘52). A las cantidades uy 62 se les conoce
como parametros de localizacion y de escala, respectivamente.
Cuandou=0y 62 = 1, se obtiene una distribucion normal especial, conocida
como Normal Estandary usualmente denotada con la letra Z.

Se escribe Z ~ N(0, 1). 24 i
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Distribucion Normal

Sea X una variable aleatoria continua tal que X ~ N(u, 62). Las siguientes afirmaciones se
cumplen para la variable aleatoria X.

= El area bajo la curva normal comprendida entre (—oo, o) es igual a 1.

= |La normal es simétrica respecto a u. Como consecuencia de esto, el area bajo la curva
en el intervalo [u, «) esigual a 0.5.

m La distribucién normal tiene forma de campana.
= E[X]=uyVar[X]=c>.

= Cuanto mas grande es el parametro 67 el grafico de la funcién es mas ‘achatada’ y de
colas mas largas.

= El centro de la campana (punto de simetria) es tanto la media de la distribucion como la
mediana (aquel valor que divide los datos en dos partes porcentualmente iguales).
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Distribucion Normal

A continuacion se ilustran tres curvas normales con diferentes parametros.

f(x)

a VAN

2=1
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A continuación se ilustran tres curvas normales con diferentes parámetros.


Distribucion Normal

Suponga que X ~ N (u, 6%) y que se quiere hallar P (x; < X < x5). Observe
que para hallar esta probabilidad debe resolverse la siguiente integral:

X2 1
P(x1<X<x2)=/ ———e 2% dx.
x| V2TO

Esta integral no puede ser resuelta de manera explicita; se requiere de méto-
dos numéricos para aproximarla. Ademas, cada vez que se modifique alguno
de los parametros u o 62, se debe calcular de nuevo dicha integral.

Para evitar este problema, se utiliza el cambio de variable Z = % ~N(0,1).
El proceso de transformar una v.a normal en una normal estandar se conoce

como Estandarizacion.

f“ N Standardize

o 1 T T 1 T =
950 970 990 1010 1030 1050 1070 -2 -1 0 +1  +2  +3

A Normal Distribution The Standard Normal Distribution
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Distribucion Normal

Para el célculo de probabilidades con una variable N(0,1). La f.d.py lafd.a
estan dadas por:
La f.d.p:

La f.d.a: \
Z S
1 2 D

De esta manera se tiene que:

Px1<X<x)=P(71<Z<20)=D(20) —P(z9) -

Estadistica | (Clase 7).


Unalmed
Imagen colocada


Propiedades de la Normal estandar

Sea Z una variable aleatoria tal que Z ~ N (0, 1):

P(Z<—-z)=P(Z>2z).

04

P(Z>—-z)=P(Z<2z). 03

0.2

P(—z<Z<0)=P(0<Z<z). &

Probability density

0.0

P(Z<0)=P(Z>0)=

DO —

P(—z1<Z<—-2)=P(n<Z<z).

Standard normal distribution
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*2*Ejemplo de la Normal Estandar

Suponga que Z es una variable aleatoria tal que Z ~ N (0, 1). Calcule las
siguientes probabilidades:

a) P(Z<1.32)
b) P(Z<3)
c) P(Z > 1.45)

d) P(Z>2.15)

e) P(1.76 <Z <2.34) -3 -2 -1 0 q 2 3

fy P(-1<Z<1)
La funcion de R pnorm(g=qg, mean=0, sd=1)
nos da la probabilidad P(Z<q)

Estadistica | (Clase 7).
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La función de R pnorm(q=q, mean=0, sd=1) 

nos da la probabilidad P(Z<q)
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®*Ejemplo de la Normal estandar

Solucion

a) P(Z<1.32)=0.9066, el codigo en R es: pnorm(1.32)

b) P(Z<3)=0.9987, elcddigo en R es: pnorm(3)

c) P(Z>145)=1—-P(Z<1.45)=1-0.9265=0.0735, elcddigoenRes: 1-pnorm(1.45)

d) P(Z>2.15)=1-P(Z<2.15)=1-0.9842=0.0158, el cddigo en R es: 1-pnorm(2.15)

e) P(1.76 <Z<234)=P(Z<234)—P(Z < 1.76) =0.9904 —0.9608 = 0.0296, el cdi-
go en R es: pnorm(2.34) - pnorm(1.76)
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fy P(-1<Z<1)=PZ<1)—PZ<—-1)=P(Z<1)—P(Z>1)
=P(Z<1)—-[1-P(Z<1)|=2P(Z<1)—1

P(—1<Z<1)=2P(Z<1)—1=2(0.8413)— 1 =0.6826

En R: 2*pnorm(1) - 1

=P(Z < 1)—P(Z < —1). EnR: pnorm(1)-pnorm(-1)

pnorm: La funciéon pnorm() calcula la probabilidad acumulada de una normal estandar.



®2*Ejemplo de la Normal estandar

Suponga que Z es una variable aleatoria tal que Z ~ N (0, 1). Determine el
valor de a para el cual se cumple que:

a) P(Z<a)=0.9

b) P(Z>a)=0.05

c) P(—1.24<Z<a)=0.8 -3 -2 -1 0 1 2?2 3

La funcion de R gnorm(p=p, mean=0, sd=1, lower.tail=TRUE)
nos entrega cuantiles.

Estadistica | (Clase 7).
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La función de R qnorm(p=p, mean=0, sd=1, lower.tail=TRUE) 

nos entrega cuantiles.
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Ejemplo de la Normal

Solucion .

a) PZ<a)=09 — a=1.28 : |
El codigo en R es: gnorm(0.9) 3 =2 -4 0 1 22 3

b) P(Z>a)=005 <= P(Z<a)=095 — a=1.645
El codigo en R es: gnorm(0.95)
gnorm(0.05,lower.tail = F)

c) P(—1.24<Z<a)=0.8

P(—-124<Z<a)=08 <= P(Z<a)—P(Z<—-124)=038.
P(Z<a)=08+P(Z<—1.24)=0.840.107=0.907.

P(Z<a)=09075 — a=1.32

El cédigo en R es: gnorm(0.907)
gnorm: La funcién gnorm() determina el valor de z de una probabilidad dada.

Estadistica | (Clase 7).
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Ejemplo de la Normal

La nota promedio obtenida por cada estudiante de cierto curso tiene una dis-
tribucion aproximadamente normal con una nota promedio de 3.3 y una des-
viacion estandar de 0.2. Si se desea que solo el 5 % de todos los estudiantes
de dicho curso aprueben, ;Cual debe ser la nota minima para que esto sea

posible?

Sea X: nota obtenida por un estudiante. Del enunciado se tiene que
X ~ N(3.3,0.04).

Estadistica | (Clase 7).
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Ejemplo de la Normal

Sea a la nota minima aprobatoria que satisface P (X > a) = 0.05

X—-33

P(X>a)=005 = P

a—3.3
=0.05
~ 702 )

—3.3
= P (Z >4 ) =0.05 (En R:qgnorm(0.05,lower.tail = FALSE))
3

0.2
0.2
= 1-PZ<T 272005
a—23.3
P(Z < —0.95
= PZ=—57)

El cddigo en R es: gnorm(0.95)=1.64
a—3.3

0.2
apruebe.

N

95%
5%

# a

= 1.64 = a = 3.628. Nota minima aprobatoria para que sélo el 5%

También, puede calcularse directamente, sin estandarizar.
gnorm(p=0.05, mean=3.3, sd=0.2, lower.tail=FALSE)

Estadistica | (Clase 7).
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qnorm(p=0.05, mean=3.3, sd=0.2, lower.tail=FALSE)
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Ejemplo de la Normal

El diametro de un cable eléctrico esta distribuido normalmente con un diame-
tro medio de 0.8 plg y una desviacion estandar de 0.02.

a) ¢Qué proporcion de cables tiene un diametro superior a 0.81 plg?

b) Un cable es defectuoso si su diametro difiere del promedio en mas de
0.025 plg. ;Qué proporcion de cables son defectuosos?

Estadistica | (Clase 7).
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Ejemplo de la Normal

Solucion
Sea X la variable aleatoria que representa el diametro del cable. Se tiene que
X ~ N (0.8,0.0004).

a)

X —u 0.81 —0.8
P(X Bl )=1—-P(X<081)=1-—-P <
( >08> ( _08> ( c 0.02 )

=1—-P(Z<0.5)=1-0.6915=0.3085
El cddigo en R es: 1-pnorm(0.5)

Sin estandarizar, 1 - pnorm(gq=0.81, mean=0.8, sd=0.02)

El 30.85 % de los cables tienen un diametro superior a 0.81 plg.

Estadistica | (Clase 7).
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1 - pnorm(q=0.81, mean=0.8, sd=0.02)


Ejemplo de la Normal

P(|X — 0.8/ >0.025)=1—P(|X — 0.8/ < 0.025)

=1 — P(—0.025< X —0.8 <0.025)

—0.025 X —-0.8 _0.025
=1—-P < <
0.02 — 0.02 — 0.02

—1-P(-1.25<Z<1.25)=0.21

= 1—(P(Z<125)—P(Z< —1.25)).
En R: 1-(pnorm(1.25) - pnorm(-1.25))
Sin estandarizar: 1-(pnorm(0.825,0.8,0.02)-pnorm(0.775,0.8,0.02))

Estadistica | (Clase 7).
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Teorema de aproximacion

Sea X ~ bin(n,p), si n es grande y p no es muy cercano a cero o a 1, si
pu=npy o> =np(l—p), entonces la v.a. X la podemos aproximar con una
v.a. ¥ ~ N(u,62), una regla conservativa es que la aproximacion es adecuada
sinp>5 y n(l—p)>5.Ademas se debe usar un factor de correccién por
continuidad (la Normal es una distribucion continua y la Binomial es discreta)
de 0.5, asi, seaa € Z™, entonces:

P(X <a)=P(Y <a+0.5)

P(X <a)~P(Y <a-—0.5)

PX>a)=1-PX<a)=1—-P(Y <a—0.5)
PX>a)=1—-P(X<a)~1—PY <a+0.5)
PX=a)=PX<a)—PX<a)=P¥ <a+0.5)—P¥ <a-—0.5)

Estadistica | (Clase 7).
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> Ejemplo aproximacion Normal

Un proceso de fabricacion produce un 2% de chips defectuosos. Suponga
que la determinacion de esta caracteristica es independiente para cada chip
y 1000 de ellos son seleccionados. Calcule la probabilidad de que este lote
contenga mas de 25 chips defectuosos, usando la aproximacién normal.

Solucion

Sea X: # de chips defectuosos en los 1000 seleccionados. Entonces
X ~ bin (1000, 0.02). Como np = 1000(0.02) =20>5 vy
n(1—p)=1000(0.98) =980 > 5, entonces:

P(X>25)=1-P(X<25)=1—P(Y <255), Y ~N(20,19.6)

2552
m—P(zg > O):1—P(Z§1.24):1—0.8925:0.1075 |
V19.6

El codigo en R es: 1-pnorm(1.24)
Sin estandarizar: 1-pnorm(25.5,20,4.42)

Estadistica | (Clase 7).
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* Ejemplo aproximacion Normal

Los alambres que se utilizan en una cierta computadora deben tener una re-
sistencia entre 0.12 y 0.14 ohms. Por experiencia se sabe que dichas resis-
tencias se distribuyen normalmente, con media de 0.13 ohms y desviacion

estandar de 0.005 ohms.

a) ¢Cual es la probabilidad de que un alambre seleccionado al azar de la
produccion de la compania satisfaga las especificaciones? Rta con normal.

b) Si se utilizan cuatro de estos alambres de la compania en el sistema,
¢;,Cual es la probabilidad de que los cuatro satisfagan las especificacio-
nes? Asuma independencia. Ria con binomial.

Estadistica | (Clase 7).
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> Ejemplo aproximacion Normal

Solucion

a) Sea X : resistencia de un alambre de computadora de la compania. Por
el enunciado se tiene que X ~ N(0.13, (0.005)?). La probabilidad pedida
es:

P(0.12<X<0.14) = P

(0.12—0.13 0.14—0.13>
<Z<

0.005 ~ =  0.005
= P(-2<Z<2)=2P(Z<2)-1
= 2(0.9772) —1=0.9544 .

El codigo en R es: 2 pnorm(2) -1
Sin estandarizar: pnorm(0.14,0.13,0.005)-pnorm(0.12,0.13,0.005)

La calidad de los alambres se puede considerar optima.

Estadistica | (Clase 7).
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* Ejemplo aproximacion Normal

b) Sea Y : numero de alambres de la compania que cumplen las especifi-

caciones entre los 4 seleccionados.
Esta variable toma los valores y =0, 1,2,3,4.
exito : cuando un alambre cumple las especificaciones.

Por el numeral anterior se sabe que P (éxito) = 0.9544.

Como se asume independencia la probabilidad de éxito es constante.
Y ~ bin(4,0.9544).
La probabilidad pedida es:

PY=4)= < j ) (0.9544)* (1 —0.9544)Y = 0.8297 .

O sea que la probabilidad de que todos los alambres funcionen en el
sistema se puede considerar alta.

Usando R: dbinom(x=4, size=4, prob=0.9544)

Estadistica | (Clase 7).
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Usando R: dbinom(x=4, size=4, prob=0.9544)


Ejercicios propuestos

1. Suponga que X tiene una distribucion normal con media 10 y desviacion
estandar 2. Calcule lo siguiente:

a) P(X <13)
b) P(X >9)
c) P(6<X < 14)
d P2<X<4)

e) P(—2< X <8)
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Ejercicios propuestos

2. Suponga que X tiene una distribucién normal con media 5 y desviacion
estandar 4. Obtenga el valor de x que resuelve cada una de las siguientes
probabilidades:

a) P(X>x)=0.5
b) P(X >x)=0.95
c) Px<X<9)=0.2
d P3<X <x)=0.95

e) P(—x< X <x)=0.99

Estadistica | (Clase 7).
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Ejercicios propuestos

3. La resistencia a la compresion de una serie de muestras de cemento
puede modelarse con una distribucién normal con media 6000 kilogramos
por centimetro cuadrado, y una desviacion estandar de 100 kilogramos
por centimetro cuadrado.

a) ¢Cual es la probabilidad de que la resistencia de una muestra sea
menor que 6250 kg /cm >?

b) ¢Cual es la probabilidad de que la resistencia de una muestra se
encuentre entre 5800 y 5900 kg /cm >?

Estadistica | (Clase 7).
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Ejercicios propuestos

4. El volumen de una maquina de llenado automatico, que se deposita en
latas de una bebida gaseosa, tiene una distribucion normal con media
12.4 onzas de liquido y desviacion estandar de 0.1 onzas de liquido.

a) ¢Cual es la probabilidad de que el volumen depositado sea menor
que 12 onzas de liquido?

b) Si se desechan todas las latas que tienen menos de 12.1 o mas de
12.6 onzas de liquido, ¢ cual es la proporcidon de latas desechadas?
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